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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОГРЕШНОСТЕЙ ПРОЕКТИРОВАНИЯ 
ПЛАНОВЫХ КООРДИНАТ ТОЧЕК С ПОВЕРХНОСТИ В ШАХТУ 

ГРАВИТАЦИОННЫМ СПОСОБОМ 

Досліджені чинники, що впливають на точність проектування 
координат гравітаційним способом. Встановлена залежність сил гра-
вітаційної взаємодії від відстані між свинцевою кулькою і стінкою 
ствола, залежності швидкості і тривалості руху кульки по стволу від 
глибини горизонту з врахуванням опору повітря.  

Ключові слова: проектування координат, точність, впливаючі 
чинники, швидкість і тривалість руху кульки, гравітаційна взаємодія, 
похибка центрування. 

Исследованы факторы, влияющие на точность проектирования 
координат гравитационным способом. Установлена зависимость сил 
гравитационного взаимодействия от расстояния между свинцовым 
шариком и стенкой ствола, зависимости скорости и продолжительно-
сти движения шарика по стволу от глубины горизонта с учетом соп-
ротивления воздуха. 

Ключевые слова: проектирование координат, точность, влияю-
щие факторы, скорость и продолжительность движения шарика, гра-
витационное взаимодействие, погрешность центрирования. 

Проектирование плановых координат с поверхности на ориенти-
руемый горизонт осуществляется путем строго вертикального переноса 
зафиксированной точки с земной поверхности на горизонт горных работ 
с высокой точностью[1]. Для получения высокой точности используем 
свойства свободно падающего по вертикальному стволу свинцового 
шарика [2,3].  

На точность проектирования координат X, Y точек с поверхности 
в шахту гравитационным способом влияют следующие факторы: 

1. Неравномерное движение воздуха и капеж в стволе. 
2. Схождение отвесных линий к центру сферической поверхности 

Земли. 
3. Погрешность расстояний между отвесными линиями при пере-

ходе с эллипсоида на плоскость. 



 

4. Разность линейного движения на различных горизонтах при 
вращении Земли. 

5. Притяжение шарика более плотными породами за счет сил гра-
витационного взаимодействия. 

Целью данной статьи является анализ погрешностей центрирова-
ния гравитационным способом и определение их зависимости от опре-
деляющих факторов. При проектировании координат Х, Y с поверхно-
сти в шахту данным способом необходимо свести к минимуму влияние 
вышеприведенных основных погрешностей. 

Влияние первых четырех факторов рассмотрены в статьях [4,5], 
но более детальное исследование указывает на необходимость вернуть-
ся к первому фактору. 

Продолжительность движения шарика можно найти с помощью 
скорости, которую мы определяли в статьях [4,5], по законам свободно-
го падения тел, но учитывая то, что в пространстве ствола находится 
воздух, отягощенный породной пылью, который к тому же хаотично 
движется. Поэтому падение металлического шарика в воздушном про-
странстве ствола нельзя считать свободным потому, что сопротивление 
воздуха оказывает на тело, падающее на большую глубину, значитель-
ное воздействие [6]. 

При проектировании точки методом падения свинцового шарика, 
производится пуск его из зафиксированной точки земной поверхности и 
фиксируется точка его падения на ориентируемом горизонте. Шарик 
движется по вертикальному шахтному стволу с начальной скоростью, 
равной нулю.  

Падение шарика происходит под действием силы тяжести, зави-
сящей от расстояния r до центра Земли, показанного на рисунке 1, и си-
лы сопротивления среды Fсв (в нашем случае воздуха) [6]. 

При падении тела с большой высоты h  на земную поверхность 
необходимо учитывать зависимость силы тяготения от расстояния, оп-
ределяемого по формуле (1): 

 
r = R + h — х,     (1) 

 
где R – радиус Земли, равный 6371,11км; 
h – высота над земной поверхностью, м; 
х - пройденный путь, отсчитываемый от начального положения;  
r – расстояние от центра Земли до х [6].  
При падении шарика на большую глубину Н формула (1) будет 

иметь вид: 
 
 



 

  r = R - Н,      (2) 
 

где Н – глубина горизонта, м; 
r – расстояние от центра Земли до текущего горизонта, м. 
 

 
 

Рисунок 1 – Схема определения параметров расчета  
скорости падения шарика 

Ускорение центра тяжести падающего тела с высоты изменяется 
при этом по закону [6]: 

                                ω = g0R2/r2,     (3) 
а скорость: 

  .        (4) 

 
Преобразуем формулу (4) и рассчитаем скорость падения тела с 

поверхности на глубину ориентируемого горизонта Н: 
 

 .    (5) 

Основное влияние вращения Земли на падение шарика с малой 
высоты учитывается прибавлением к силе тяготения переносной (цен-
тробежной) силы инерции. Сумма этих двух сил даёт направленную по 
вертикали силу тяжести Р, под действием которой и происходит паде-
ние шарика. При этом ускорение свободного падения (ускорение силы 
тяжести) g несколько отличается от g0 как численно, так и по направле-
нию. Ускорение свободного падения состоит из двух слагаемых: грави-
тационного ускорения и центростремительного ускорения. Значение 



 

гравитационного ускорения на поверхности планеты можно приблизи-
тельно подсчитать, представив планету точечной массой M, и вычислив 
гравитационное ускорение на расстоянии её радиуса R следующим об-
разом:  

 ,      (6) 

где G — гравитационная постоянная (6,6742×10-11 м3с-2кг-1); 
M – масса Земли (5,9736×1024кг). 
Но с углублением во внутрь Земли уменьшается радиус, тогда ус-

корение силы тяжести  изменяется по закону: 

 .     (7) 

Величина скорости также определяется формулой (5) с заменой в 
ней g0 на g.  

Учёт сопротивления среды существенно изменяет закон падения 
тела. Когда скорость падения не достигает скорости звука (в воздухе 
практически при υ<300м/с), сила сопротивления воздуха определяется 
по формуле: 

Fс.в. = 0,5CxρSυ2,     (8) 
 

где S — площадь миделевого сечения (наибольшее по площади 
поперечное сечение тела, движущегося в воде или воздухе) – площадь 
шарика в диаметре: 

 ,    (9) 
 – радиус свинцового шарика;  

ρ — плотность воздуха (1,22кг/м3);  
Cx — коэффициент сопротивления, зависящий от формы тела (ко-

эффициент сопротивления шарообразного тела равен 0,3).  
При таком законе сопротивления и постоянном значении ρ, пре-

дельная скорость падения равна: 

 ,     (10) 

где Р – сила тяжести, определяемая по формуле: 
Р = mg ,      (11) 

где m – масса металлического шарика, кг. 
Тогда формула (10) будет выглядеть следующим образом: 

 .      (12) 

Из формулы (5) видно, что с возрастанием глубины скорость υ 
стремится к υпр, называемой предельной скоростью падения. На опреде-



 

ленном начальном участке пути свинцовый шарик набирает скорость до 
того момента, пока не достигнет предельного значения и дальнейшее 
падение шарика происходит с практически постоянной скоростью υпр. 

Сведем расчет скорости падения шарика в таблицу 1 и построим 
график зависимости υ от Н на рисунке 2. 

Из таблицы 1 и рисунка 2 видно, что металлический шарик, вы-
пущенный на поверхности, летит по вертикальному стволу увеличивая 
скорость до горизонта  Н = 400,534 м, на уровне этого горизонта силы 
тяжести и сопротивления воздуха, действующие на него, уравниваются 
и его скорость достигает предельного значения равного  = 88,695 м/с 
и далее она остается практически неизменной на всей протяженности 
полета, увеличиваясь незначительно за счет увеличения силы притяже-
ния Земли с углублением.  

В таблице 1 приведены результаты расчета продолжительности 
движения шарика по стволу Т, вычисленной по формуле: 

,
срv

HT = с     (13) 

где vср. – средняя скорость движения шарика по стволу, м/с. 
 

 

Рисунок 2 - Зависимость скорости движения шарика от глубины 
горизонта 



 

Таблица 1 – Расчет скорости падения шарика на различные глубины 

Горизонт 
ориенти-
рования, 
Н, м 

Скорость па-
дения без 
учета силы 
сопротивле-
ния возду-
ха,υ0, м 

Расстояние 
от центра 
Земли до 
текущего 
горизонта, 

r, м 

Сила сопро-
тивления 

воздуха, Fсв, 
Н 

Ускорение 
силы тяже-
сти,  g, м/с2 

Предельная 
скорость па-
дения, υпр, 

м/с 

Реальная 
скорость 
падения 
шарика, υ, 

м/с 

Средняя 
скорость, 
υср, м/с 

Продолжительность 
падения шарика, 

Тшар, с 

0 0 6371110 0 9,8221 88,69 0 
100 44,317 6371010 0,08 9,8224 88,691 44,317 

25,22 3,97 

200 62,674 6370910 0,17 9,8227 88,692 62,674 
300 76,76 6370810 0,25 9,823 88,694 76,76 
400 88,636 6370710 0,33 9,8233 88,695 88,636 

400,534 88,695 6370709 0,33 9,8233 88,695 88,695 
500 99,099 6370610 0,42 9,8237 88,697 88,697 

64,25 7,78 

600 108,558 6370510 0,5 9,824 88,698 88,698 
700 117,257 6370410 0,58 9,8243 88,699 88,699 
800 125,354 6370310 0,67 9,8246 88,701 88,701 
900 132,959 6370210 0,75 9,8249 88,702 88,702 
1000 140,152 6370110 0,83 9,8252 88,703 88,703 

74,44 13,43 

1100 146,994 6370010 0,92 9,8255 88,705 88,705 
1200 153,532 6369910 1 9,8258 88,706 88,706 
1300 159,802 6369810 1,08 9,8261 88,708 88,708 
1400 165,836 6369710 1,17 9,8264 88,709 88,709 
1500 171,658 6369610 1,25 9,8267 88,71 88,71 

78,64 19,08 

Глубина конечного горизонта Нкг = 1500м    Площадь миделевого сечения S = 0,00023м2 
Радиус Земли R = 6371110м      Гравитационная постоянная, G = 6,6742×10-11м3с-2кг-1 
Коэффициент сопротивления шарообразного тела Cx = 0,3 Масса Земли M = 5,9736×1024кг 
Плотность воздуха ρ = 1,22кг/м3     Масса шарика m = 0,034кг 



 

График зависимости на рисунке 3 показывает, что средняя про-
должительность движения шарика ниже горизонта 400м имеет прямо 
пропорциональную линейную зависимость, увеличиваясь с глубиной. 

 

 

Рисунок 3 - Зависимость продолжительности движения шарика  
от глубины горизонта 

По результатам расчетов в таблице 1 видно, что продолжитель-
ность  влияния воздушного потока на металлический шарик примерно в 
1500 раз меньше в сравнении с продолжительностью влияния его на 
шахтный отвес. 

Погрешность, возникающая за счет отклонения траектории шари-
ка от вертикали вследствие сил взаимодействия между телами, называ-
ется погрешностью гравитационного взаимодействия.  

Гравитационное взаимодействие описывается законом всемирного 
тяготения Ньютона, который гласит, что сила гравитационного притя-
жения между двумя материальными точками массы m и M, разделённы-
ми расстоянием r, пропорциональна обеим массам и обратно пропор-
циональна квадрату расстояния: 

     (14) 

где G — гравитационная постоянная, равная примерно  
6,6742×10-11 м³/(кг·с²). 

В нашем случае материальными точками служат свинцовый ша-
рик и окружающие его горные породы, так как шарик летит в замкну-
том пространстве шахтного ствола, пробуренного внутри толщи горных 
пород. Значит, обозначим  m – массу свинцового шарика, а М – массу 



 

элементарного объема горных пород. Под элементарным объемом мы 
понимаем тот объем горных пород, который непосредственно взаимо-
действует с шариком в определенный момент времени и центр тяжести 
этого объема расположен на одной горизонтальной прямой с центром 
тяжести шарика в этот временной момент. 

Величина элементарного объема определена с помощью радиуса 
действия сил гравитационного взаимодействия, определяемого дально-
стью полета элементарной частицы гравитационного поля любого тела, 
которая движется со скоростью света, таким образом, за одну секунду 
частица преодолеет расстояние равное этой скорости, но свинцовый 
шарик, двигаясь вниз по стволу, за одну секунду преодолевает расстоя-
ние примерно 75 м, значит, элементарный объем горных пород взаимо-
действующих с шариком представляет собой половину шара, диаметр 
которого равен 75 м (рисунок 4) и определяется по формуле: 

  (15) 
где R - радиус действия сил гравитационного взаимодействия, м. 
Отсюда масса элементарного объема будет равняться: 

,   (16) 
где ρ – плотность горных пород. Принята средняя плотность пес-

чаника равная 2500м3/кг, как максимальная плотность рассматриваемых 
горных пород, а также совпадающая с плотностью бетона, которым 
крепят большинство стволов. 

Рассчитаем силу взаимодействия между телами на различных рас-
стояниях между ними с целью определения минимально безопасного 
расстояния. 

Под действием описанной выше силы притяжения, шарик двигаясь 
по отвесной линии, будет смещаться в сторону ближайшей стенки выра-
ботки. Величина этого смещения и составляет данную погрешность s. 

 
Второй закон Ньютона гласит, что векторная сумма всех прило-

женных к телу сил прямо пропорциональна произведению массы этого 
тела на его ускорение, то есть: 

,      (17) 

где:  – равнодействующая всех приложенных к телу сил; 
m – масса тела; 

 - ускорение тела. 
На свинцовый шарик, летящий по вертикальному стволу, дейст-

вуют три основные силы: сила тяжести, сила сопротивления воздуха и 



 

сила взаимодействия между телами. Как выглядят векторы направлен-
ности этих сил показано на рисунке 5. 

 

Рисунок 4 – Схема определения элементарного объема горных пород 

 

 

Рисунок 5 – Схема направленности векторов сил,  
действующих на шарик 

Как описано выше, шарик с поверхности до горизонта 400м летит, 
увеличивая скорость, значит в этот момент сила тяжести больше силы 
сопротивления воздуха. Направление равнодействующей этих двух сил 
совпадает с направлением силы тяжести и равна геометрической их 
сумме, так как сила тяжести превышает силу сопротивления воздуха. 
Учитывая то, что их векторы направлены по одной прямой, но в разных 
направлениях, они будут иметь разные знаки.  

 
 .    (18) 



 

Тогда равнодействующая всех сил будет равна геометрической 

сумме  и . И представляет собой третий вектор равный по вели-
чине и направлен по диагонали прямоугольника, построенного с помо-
щью складываемых векторов. Тогда, вектор равнодействующей всех 
сил будет равен: 

 .    (19) 

После преобразований получим: 
 ,   (20) 

где Fт – сила тяжести, определяемая по формуле: 
,    (21) 

где g – ускорение силы тяжести в толще Земли, принято среднее 
значение из таблицы 2. 

Сила сопротивления воздуха определяется по формуле (8), приня-
та равной 0,333Н в момент достижения шариком горизонта 400м, а сила 
взаимодействия между телами – по формуле (14). 

Подставив формулу (17) в формулу (20), получим: 
,    (22) 

где а – ускорение тела;  
 – скорость смещения шарика в сторону стенки выработки.  

Данные значения можно рассчитать по формулам: 
; ,     (23) 

где s – величина смещения шарика от вертикального положения, м; 
t – время взаимодействия шарика с элементарным объемом, рав-

ное 20,29·10-5 с. 
После преобразований получим: 

 .   (24) 

Отсюда найдем величину смещения шарика: 

 .   (25) 

В момент достижения шариком горизонта 400м сила тяжести и 
сила сопротивления воздуха уравниваются и их геометрическая сумма 
равна нулю, значит от указанного горизонта и ниже равнодействующая 



 

всех сил будет равняться силе взаимодействия. В этом случае формула 
(25) примет вид:  

 .    (26) 

Расчеты приведены в таблице 2. 

Таблица 2 – Расчет смещения шарика от вертикали 

Расстояние от 
шарика до стен-
ки выработки, r, 

м 

Сила взаимо-
действия, Fвд., 

Н 

Равнодействующая 
всех сил F, Н 

Смещение 
шарика s, 

мм 

0,001 407,66799 407,6680 0,4936189
0,005 16,30672 16,3067 0,0197448
0,01 4,07668 4,0767 0,0049362
0,05 0,16307 0,1631 0,0001975
0,1 0,04077 0,0408 0,0000494
0,3 0,00453 0,0046 0,0000056
0,5 0,00163 0,0019 0,0000023
1 0,00041 0,0010 0,0000012

 
Масса шарика, m=0,034 кг;  Масса элементарного объема, М=1,796 кг•108;  

Гравитационная постоянная, G=6,6742 м³/(кг•с²)•10-11;  Время взаимодействия с эл. 
об., t= 1с; Ускорение силы тяжести, g=9,824 м/с2. 

 
По результатам расчетов в таблице 2 можно сделать вывод, что 

смещение траектории шарика от вертикали обратно пропорционально 
расстоянию от него до стенки ствола, значит, чем дальше траектория от 
стенки ствола, тем смещение меньше. Из таблицы видно, что уже на 
расстоянии 1мм от стенки, смещение составляет менее 0,5мм, что удов-
летворяет требованиям [1]. 

 
Выводы 
Исследования погрешностей, влияющих на точность проектиро-

вания плановых координат точек с земной поверхности на ориентируе-
мый горизонт гравитационным способом показали, что: 

- продолжительность падения свинцового шарика с учетом сопро-
тивления воздуха, а также следовательно и влияния на него воздушного 
потока и капежа в стволе,  до горизонтов 500; 1000 и 1500 м составляет 
8; 13 и 19 с соответственно, что в 1500 раз меньше в сравнении с проек-
тированием традиционным способом шахтными отвесами; 



 

- в результате влияния сил гравитационного притяжения траекто-
рия полета шарика смещается от вертикали на 0,5; 5,6·10-6 и 1,2·10-6 мм 
при расстоянии между траекторией и стенкой ствола 0,001; 0,3 и 1 м со-
ответственно, что удовлетворяет условиям допуска [1]; 

- направляющие отверстия для шариков (при ориентировании че-
рез один ствол) необходимо располагать вблизи стенок ствола для ми-
нимальных значений угловой погрешности, но не ближе 0,3 м к ним для 
минимального смещения предполагаемой траектории шарика от верти-
кали, а также из технических соображений, во избежание столкновения 
с неровностями бетонного крепления ствола.  

Предложенный авторами статьи [2,3] гравитационный способ 
проектирования координат точек с поверхности в шахту имеет преиму-
щества перед существующими не только в отношении простоты и ско-
рости выполнения самого процесса центрирования, но и отличается вы-
сокой точностью, основываясь на физических законах гравитации, что 
позволяет рекомендовать его к внедрению на горных предприятиях. 
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