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РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПРОЦЕССА 
КОРОТКООПРАВОЧНОГО ВОЛОЧЕНИЯ ТРУБ НА ОСНОВЕ 

ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО МЕТОДА 

На основе энергетического метода разработана математическая модель процесса волоче-
ния полого профиля на закрепленной цилиндрической и конической оправке (объемная деформа-
ция со значительными нормальными напряжениями) с применением закона трения в формули-
ровке Зибеля. Для каждого элементарного объема в канале волоки получена замкнутая система 
уравнений. Модель позволяет учитывать реальный характер изменения интенсивности напря-
жений по длине деформационной зоны и особенности трения на контактных поверхностях.  
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Проблема и ее связь с научными и 

практическими задачами. Определение 
локальных и интегральных характеристик 
напряженно-деформированного состояния 
металла при волочении является одним из 
центральных вопросов, так как оно непо-
средственно связано с выбором максималь-
но допустимых единичных деформаций и 
производительностью волочильных станов. 

Сложность процесса волочения труб вы-
зывает необходимость аналитического рас-
чета точной величины напряжения и силы 
волочения для определения расчетным пу-
тем энергосиловых параметров процесса, 
режимов волочения, выбора оборудования и 
др. Применительно к процессу волочения 
труб основными факторами, определяющи-
ми напряженно-деформированное состояние 
металла, являются распределение геометри-
ческих параметров, механических свойств и 
условий контактного трения по длине очага 
деформации [1]. 

Аналитические методы определения уси-
лия волочения труб основаны на законах 
механики пластически деформируемого те-
ла и условиях пластичности и определяются 
совместным решением дифференциального 
уравнения равновесия сил, действующих на 
выделенный в очаге элементарный объем 
металла, и уравнений пластичности для ка-

ждого элемента очага деформации [2]. Та-
кие системы в большинстве случаев являют-
ся статически неопределимыми. Для их ре-
шения делается ряд допущений, упрощаю-
щих задачу и уменьшающих число матема-
тических операций [3-5]. 

К очагу деформации при волочении 
приложены следующие силы [2, 6-7]: сила 
волочения, осуществляющая деформацию 
металла, приложена к металлу со стороны 
волочильного оборудования; силы трения, 
возникающие при взаимодействии металла 
заготовки с волочильным инструментом 
(волоками и оправками); силы от противо-
натяжения (когда имеется); силы и напря-
жения, возникающие в металле при его 
пластической деформации, при упругих 
деформациях инструмента и т.п. 

Работа, затрачиваемая на процесс воло-
чения, состоит из следующих компонен-
тов: работа на осуществление основной 
пластической деформации; работа на осу-
ществление дополнительных пластических 
деформаций, которые протекают немоно-
тонно и меняют свой знак; работа, связан-
ная с упругими деформациями инструмен-
та и металла заготовки; работа, расходуе-
мая на преодоление сил трения; работа на 
преодоление внешнего противонатяжения 
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(когда имеется). Эти элементы находятся в 
тесной взаимосвязи между собой [8]. 

Постановка задачи. Определение на 
основе энергетического метода локальных 
и интегральных характеристик напряжен-
но-деформированного состояния металла 
при волочении труб на закрепленной ци-
линдрической и конической оправке с уче-
том особенностей процесса. 

Изложение материала и его результа-
ты. Используемая в данном случае схема 
интегрального очага деформации (рис. 1), 
предполагающая возможность корректно-
го учета реального характера изменения 
интенсивности напряжений по длине де-
формационной зоны и особенности трения 
на контактных поверхностях. Деформация 
трубы принимается как осесимметричная. 

В деформационной зоне выделяется три 
участка: I – осаживания, II – оправочного 
волочения и III – калибрующий. Участок I 
по своему назначению не отличается от 
первого участка деформационной зоны 
при волочении трубы без оправки. В зоне I 
безоправочного волочения в продольном 
направлении возникают деформации уд-
линения εl, в окружном – деформации уко-
рочения  . Знак и величина величина де-
формации в радиальном направлении εr 
зависят от соотношения напряжений σl и 
σr. Из-за отсутствия внутренней опоры на-
правлением наименьшего сопротивления 
будет радиальное к оси, поэтому металл 
под действие обоих сжимающих напряже-
ний по закону наименьшего сопротивле-
ния потечет в направлении к оси и толщи-
на стенки возрастет. Растягивающие на-
пряжения σl вызывают продольную де-
формацию удлинения εl, что приводит к 
утонению стенки трубы в этой зоне. Если 
это утонение больше, чем утолщение, под 
действием напряжений σr и   стенка уто-
няется и εr, будет деформацией укороче-
ния, при обратном соотношении стенка 
утолщается и εr будет деформацией удли-
нения [8]. Длина стенки трубы в конце зо-
ны безоправочного волочения влияет на 
напряженно деформированное состояние 
трубы и протяженности зоны I безопра-

вочного волочения и зоны II оправочного 
волочения. Поэтому в разрабатываемой 
модели для определения толщины стенки 
трубы в конце зоны безоправочного воло-
чения предусмотрена процедура варьиро-
вания толщины стенки и определения 
мощности процесса. Истинному значению 
варьируемой толщины стенки будет соот-
ветствовать минимальное значение мощ-
ности. На основании этого, с учетом гео-
метрических соотношений очага деформа-
ции определяется бо  – угол между внут-
ренней поверхностью трубы в зоне I и 
осью волочения. 

Суммарная протяженность I и II зоны 
составит: 

,
tan
H K

I II
в

R RL




                  (1) 

где ,H KR R  – наружный начальный и 
конечный радиус трубы, соответственно; 

в  – рабочий угол волоки. 
Протяженность II зоны оправочного во-

лочения находится из соотношения: 
tan

tan tan
H K H K I II бо

II
оp бо

R R t t LL 
 

    



, (2) 

где Kt  – конечная толщина стенки; 

Ht  – начальная толщина стенки трубы. 
Протяженность I зоны осаживания: 

I I II IIL L L  .                   (3) 
Протяженность III калибрующей зоны 

(lк) соответствует конструктивной протя-
женности калибрующего пояска волоки. 
Полная протяженность очага деформации 

I IIIL   находится суммированием всех зон.  
Параметры напряженно-деформирован-

ного состояния в зонах I-III устанавливали 
в конечном числе точек. Для этого дефор-
мационная зона разбивается на N узких 
кольцевых элементов одинаковой длины 
Δх. Число элементов необходимо выби-
рать таким образом, чтобы в пределах ка-
ждого элемента процесс деформирования 
считался монотонным.  
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Рисунок 1 – Расчетная схема интегрального очага деформации 

В отличии от работы [3], где в качестве 
параметра деформированного состояния 
принята только интегральная деформация 
удлинения (чего недостаточно для адек-
ватного представления о деформирован-
ном состоянии волочения труб на закреп-
ленной оправке в связи с демонотонно-
стью деформации), в математической мо-
дели учитываем все главные логарифми-
ческие деформации. Для описания беско-
нечно малых приращений деформаций для 
і-го элемента используем логарифмиче-
ские показатели деформации: 

1
( ) ln ;xi

xi
xi

R
R


 

            (4)
 

1
( ) ln ;xi

r xi
xi

t
t




 
              (5) 
1

1
( ) ln ln ,xi xi

l xi
xi xi

l F
l F

 


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          (6) 

где xiR , 1xiR  , xit , 1xit  , xil , 1xil  , 1xiF  , 

xiF  – средний радиус, толщина стенки, 
длина элемента, площадь поперечного се-
чения элемента в текущем и предыдущем 
сечении соответственно. 

Эти показатели связывает условие по-
стоянства объема: 

( ) ( ) ( ) 0xi r xi l xi        .    (7) 

Интенсивность бесконечно малых при-
ращений деформаций, в соответствии с 
рекомендациями работы [4], определяется 
по формуле: 

2( )
3xi    

2 2( ) ( ) ( ) ( )i r i i r i             . (8) 
Для каждого i-го элемента, следуя ре-

куррентной схеме решения, конечные де-
формации определяются по формулам: 

1( ) ( ) ( ) ;xi xi xi        
1( ) ( ) ( ) ;r xi r xi r xi              (9) 

1( ) ( ) ( ) ;l xi l xi l xi      
1( ) ( ) ( ) .i xi i xi i xi      

Материал трубы принимается изотроп-
но-упрочняющимся, интенсивность на-
пряжений для і-го элемента определяется 
из закона упрочнения, заданного в виде 
степенного ряда: 

( ) ( ) ,n
тх i TO i xiA              (10) 

где TO , А, n – экспериментальные 
константы материалов. 

В большинстве научно-технической ли-
тературы [3, 4, 8], посвященной вопросам 
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волочения, для определения сил трения 
используется закон Амонтона-Кулона. 
Однако, в работе [6] отмечено, что попыт-
ка опереться на основы теории сухого тре-
ния при точном анализе процессов ОМД в 
ряде случаев приводило к неудовлетвори-
тельным результатам (особенно при ана-
лизе объемных процессов). При значи-
тельных величинах нормальных напряже-
ний происходит пластическая деформация 
контактных поверхностей, что приводит к 
потере линейной зависимости силы трения 
от нормальной силы. Использование зако-
на Амонтана-Кулона более целесообразно 
в анализе процессов, в которых нормаль-
ное напряжение n т  . Таким образом, 
применительно к процессам волочения по-
лого профиля на оправке (объемная де-
формация со значительными нормальными 
напряжениями) пользоваться законом 
Амонтона-Кулона нецелесообразно, в свя-
зи с неизбежностью принятия весьма гру-
бых допущений. Поэтому, более коррект-
но использовать закон трения Э. Зибеля: 

,x т                     (11) 
где   – коэффициент трения по напря-

жению текучести; 
  – коэффициент Лоде; 

т  – предел текучести. 
Условие баланса энергетических затрат 

в общем виде в каждом элементарном объ-
еме очага деформации составляем по ана-
логии с работами [3, 9]: 

2 1 ,x i x i x ci x опрi xфiN N N N N        (12) 

где 2x iN  , 1x iN   – текущее по длине оча-
га деформации значения мощностей нор-
мальных осевых напряжений 1xi  и 2xi , 
которые действуют соответственно, в на-
чальном и конечном граничных сечениях 
выделенного i-го элементарного объема; 

,x ci x опрiN N   – текущее значение мощ-
ности, расходуемое на трение на контакт-

ной поверхности волоки и оправки, соот-
ветственно. 

xфiN  – текущее значение мощности, 
расходуемое непосредственно на пласти-
ческое формоизменение металла в рамках 
выделенного i-го элементарного объема.  

1 1 1 1;x i xi xi xiN F V     

2 2 2 2 ,x i xi xi xiN F V               (13) 
где 1 2,xi xiV V  – скорости перемещения 

металла в начальном и конечном гранич-
ных сечениях. 

1 2
2 cos

xi xi
x ci xi

вxi

V VN
a 


  

  
1 2( ) ;
2 cos

нi нi

вxi

R R x
a

  
   

1 2
2 cos

xi xi
x опрi опрxi

опрxi

V VN
a 


 


 

1 2( ) ,
2 cos

внi внi

опрxi

R R x
a

  
 

    (14) 

где 1 2 1 2, , ,xi xi опрxi опрxi     – касатель-
ные напряжения между волокой и оправ-
кой, действующие в начальном и конеч-
ном граничных сечениях выделенного i-го 
элементарного объема;  

1 2 1 2, , ,нi нi внi внiR R R R  – наружный и 
внутренний радиус трубы, в начальном и 
конечном граничных сечениях выделенно-
го i-го элементарного объема; 

,вxi опрxia a  – соответственно рабочий 
угол волоки и оправки. 

2 2( ) ( )xфi тх i i xi xi xiN F V        . (15) 
Используя инженерное условие пла-

стичности в виде: 

1 1 12 ;xi xi xiP K    

2 2 22 ,xi xi xiP K                 (16) 
где 1 2,xi xiP P  – значение нормальных 

контактных напряжений, которые дейст-
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вуют, соответственно, в начальном и ко-
нечном граничных сечениях выделенного 
і-го элемента;  

1 2,xi xiK K  – значение сопротивления 
сдвигу металла, соответственно, в началь-

ном и конечном граничных сечениях вы-
деленного і-го элемента. 

А так же закон трения (11), уравнение 
(12) можно записать в виде: 

1 2
1 2 2 1

1

( )( 2 ) ( )
4 cos cos
s нi нi

xi s xi xi s xi тх i
xi вxi вxi

V R R xV P K V
F a a


   
  

    
   

1 2 1 2
2 1

2 1

( ) ( )( ) ( )
4 cos cos 4 cos
s нi нi s внi внi

xi тх i опрxi тх i
xi вxi вxi xi опрxi

V R R V R Rx
F a a F a
 

     
   

   
   

 (17) 
1 2

2
2

( )( ) ( ) ( )
cos 4 cos cos

s внi внi
опрxi тх i тх i i xi s

опрxi xi опрxi опрxi

V R Rx x V
a F a a


     

  
       

 
 

где sV  – секундный объем металла, 
проходящего через i-ое сечение, sV const  
в каждом сечении.  

,xi опрxi   – коэффициент трения по на-
пряжению текучести на волоке и оправке.  

Следуя используемой рекуррентной 
схеме решения, уравнение (17) представ-
ляет собой уравнение с одной неизвестной 

2xiP . После преобразований, получим 
уравнение, справедливое для II зоны опра-
вочного волочения:  

1 1 2 2 1 2
2 2 1 2 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )2
4 cos 4 cos

xi тх i нi нi xi тх i нi нi
xi xi xi

xi вxi xi вxi

x R R x R RP K
F a F a

       


   
    

 (18) 
1 1 2 2 1 2

2 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

4 cos 4 cos
опрxi тх i внi внi опрxi тх i внi внi

тх i i xi
xi опрxi xi опрxi

x R R x R R

F a F a

       
  

   
   

 
В I зоне осаживания нет контакта между 

внутренней поверхностью трубы и оправкой 
и уравнение (18) для этой зоны примет вид:  

2 2 12xi xi xiP K     

1 1 2
2

1

( ) ( )
4 cos

xi тх i нi нi

xi вxi

x R R
F a

     
 

  (19) 
2 1 2

2
2

( ) ( )
4 cos

xi тх i нi нi

xi вxi

x R R
F a

     
 

 
( ) ( )тх i i xi       

В III калибрующей зоне пластической 
деформации трубы практически не проис-

ходит [8], следовательно, мощность xфiN , 
расходуемая непосредственно на пластиче-
ское формоизменение металла в рамках вы-
деленного i-го элементарного объема 
принимаем равной нулю. Кроме того, в этой 
зоне в связи с практически отсутвием 
пластического формоизменения, используем 
закон контактного трения Амонтона-
Кулона. Тогда уравнение (18) для III калиб-
рующей зоны, в случае волочения на ци-
линдрической оправке, примет вид: 

1 2 1 2
2 1 1 12 2

1 1
2

1 2 1 2
2 2

2 2

( ) ( )2
4 cos 4 cos

,( ) ( )1
4 cos 4 cos

нi нi внi внi
xi xi xi xi xi опрxi

xi вxi xi опрxi
xi

нi нi внi внi
xi опрxi

xi вxi xi опрxi

R R x R R xK P f P f
F a F a

P R R x R R xf f
F a F a

 


 

   
    


   

 
 (20) 

где ,xi опрxif f
 
– значение коэффициента 

трения на волоке и оправке. 

В случае волочения на конической оп-
равке: 
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1 2
2 1 1 2

1
2

1 2
2

2

( )2
4 cos .( )1

4 cos

нi нi
xi xi xi xi

xi вxi
xi

нi нi
xi

xi вxi

R R xK P f
F aP R R xf

F a





 
  


 


       (21) 

 
Таким образом, для каждого элементар-

ного объема в канале волоки получаем 
замкнутую систему уравнений.  

Процесс вычисления параметров напря-
женно-деформированного состояния начи-
нается вначале I зоны осаживания со значе-
ния i=1. При этом, для элементарного объе-
ма, расположенного до входа в очаг дефор-
мации, считаются известными все парамет-
ры напряженно-деформированного состоя-
ния: ( )xi =0; ( )r xi =0; ( )l xi =0; 0;xi   

0xiP  . 
 

В качестве примера, приведен результат  
расчета на ЭВМ напряженно-деформи-
рованного состояния при волочении труб со 
следующими исходными данными: материал 
трубы – медь, σт=94,65+368,2(ε)0,763, Dн=30 
мм, tн=2 мм, Dк=25,2 мм, tк=1,6 мм, lк=5 мм, 
β=1, μхі=μопрхі=fхі=fопрхі=0,1, αв=12 . Распреде-
ление локальных и интегральных характери-
стик напряженно-деформиро-ванного со-
стояния при αопр=2° (коническая оправка) 
приведены на рисунке 2, при αопр=0° (цилин-
дрическая оправка) приведены на рисунке 3.  

 
Рисунок 2 – Распределение локальных и интегральных характеристик напряженно-

деформированного состояния по длине канала волоки (αопр=2°)  

  
Рисунок 3 – Распределение локальных и интегральных характеристик напряженно-

деформированного состояния по длине канала волоки (αопр=0°) 
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Предел текучести σт возрастает на про-
тяжении I зоны и более интенсивно во II 
зоне, в связи с возрастанием интенсивно-
сти деформации. В III зоне в связи с отсут-
ствием деформации предел текучести σт не 
изменяется. По всей длине канала волоки 
действуют монотонно увеличивающиеся 
от входа к выходу осевые сжимающие 
нормальные напряжения σхi, причем наи-
более интенсивно во II зоне оправочного 
волочения. Нормальные контактные на-
пряжения Рхі не линейно растут на протя-
жении I зоны, и достигают максимума в 
районе середины II зоны и уменьшаются к 
выходу из канала волоки. Наличие экстре-
мума во II зоне можно объяснить измене-
нием отношения толщины стенки к пло-
щади поперечного сечения. Отличитель-
ной особенностью волочения на кониче-
ской и цилиндрической оправке является 
изменение соотношений протяженности I 
зоны осаживания и II зоны оправочного 
волочения (при волочении на конической 
оправке эта зона больше), как следствие, 
снижение демонотонности деформации. 
Отсутствие контакта между металлом и 
конической оправкой в зоне III уменьшает 
усилие волочения. 

Выводы и направление дальнейших 
исследований. Разработанная математи-
ческая модель учитывает реальный харак-
тер изменения интенсивности напряжений 
по длине деформационной зоны и особен-
ности трения на контактных поверхностях. 
Проведенные исследования позволяют 
сделать вывод, что особенности оправоч-
ного волочения труб, при котором сущест-
вует демонотонность деформации стенки 
трубы, делает предпочтительным исполь-
зование не силовых, а энергетических 
подходов. Распределение локальных и ин-
тегральных характеристик напряженно- 
деформированного состояния по длине ка-
нала волоки носят довольно сложный ха-
рактер, на который влияет множество фак-
торов. Необходима дальнейшая разработка 
и совершенствование полученной матема-
тической модели с целью максимального 
приближения к натуре: учета внеконтакт-
ной пластической и упругой деформации, 
продольного колебания деформируемой 
трубы и стержня оправки, а также их 
влияния на точность размеров и качество 
получаемых труб. 
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к.т.н. Денищенко П.М., Корольов К.Г. (ДонДТУ, м. Алчевськ, ЛНР) 
РОЗРОБКА МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ ПРОЦЕСУ КОРОТКООПРАВОЧНО-

ГО ВОЛОЧІННЯ ТРУБ НА ОСНОВІ ЕНЕРГЕТИЧНОГО МЕТОДУ 
На основі енергетичного методу розроблена математична модель процесу волочіння полого 

профілю на закріпленій циліндричної та конічної оправці (об'ємна деформація зі значними нор-
мальними напруженнями) із застосуванням закону тертя у формулюванні Зібеля. Для кожного 
елементарного об'єму в каналі волоки отримана замкнута система рівнянь. Модель дозволяє 
враховувати реальний характер змін інтенсивності напружень по довжині деформаційної зони 
та особливості тертя на контактних поверхнях.  

Ключові слова: волочіння труб, труба, оправка, волока, математична модель, енергетичний 
метод, напружено-деформований стан. 
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DEVELOPMENT OF MATHEMATICAL PROCESS MODEL OF THE SHORT MANDREL 
TUBE DRAWING BASED ON THE ENERGY METHOD  

A mathematical model of the drawing process of hollow profile in the fixed cylindrical and conical 
mandrel (volumetric strain with significant normal stresses)using the friction law at Siebel’s interpreta-
tion was developed on the base of energy method. A closed equation system for each elementary volume 
was obtained in the die hole. The model allows taking into account the real behavior of the stress inten-
sity along the length of the deformation zone and friction characteristic features on contact surfaces.  

Key words: drawing the tubes, tube, mandrel, die, mathematical model, the energy method, the 
stress-strain state.  

 


