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Постановка проблеми і її зв´язок з на-
уковими і технічними завданнями. 

У теперішній час в промисловості і по-
бутовій техніці серед електричних двигу-
нів найбільше поширення набули асинх-
ронні з короткозамкненим ротором. Це 
пов´язано, насамперед, з їхньою дешевиз-
ною (у порівнянні з іншими електродвигу-
нами) і простотою. Однак зараз ціни на 
алюміній в Україні встановлено на рівні 
світових, що призводить до подорожчання 
двигунів. 

У цих умовах стає актуальною задача 
ремонту асинхронних двигунів. Якщо ра-
ніш, за часів СРСР, часто ремонт двигуна 
коштував більше, ніж його виготовлення, 
то зараз вигідніше  відновлювати ротори. 
Оскільки практично всі підприємства з ви-
робництва електричних машин були за-
сновані до 1991 року, в них відсутні цеха 
для відновлення роторів, що тепер призво-
дить до збитків, бо дефектні двигуни до-
водиться викидати. 

Обрив стрижнів у роторі – дефект, що 
зустрічається дуже часто. Експлуатація 
двигуна навіть при одному-двох обірваних 
стрижнях призводить до подальшого ви-
ходу з ладу інших стрижнів і відмові дви-
гуна у роботі. 

Короткозамкнена обмотка ротора являє 
собою залиті у пази з електротехнічної 
сталі (покриті спеціальною плівкою) алю-
мінієві стрижні складної конфігурації. Ці 
стрижні з´єднані між собою кільцями з то-
го ж алюмінію, що вилиті разом з ними за 
один цикл лиття.  

Після того, як продіагностовано обрив 
конкретного стрижня у роторі, виникає 
задача з його видалення. Теоретично вида-
лення стрижнів можливо кількома спосо-
бами: виплавленням алюмінія з пазів при 
нагріванні до температури 700 оС; хіміч-
ним витравленням лужним розчином, ви-
свердлюванням і фрезеруванням пазу. 

На жаль, виявилося, що всі ці способи 
не можна застосувати на практиці. Тому у 
нашому університеті було запропоновано 
для розв´язання цієї задачі використати 
розмірну електрохімічну обробку (РЕО) 
[1]. Сутність способу полягає в отриманні 
на місці стрижня отвору, який повторює за 
формою і розмірами сам паз. 

Розмірна електрохімічна обробка  вико-
ристовується для електропровідних мате-
ріалів. До її переваг відносяться можли-
вість отримання довгих і вузьких отворів 
складної конфігурації, високий клас точ-
ності, відсутність залишкових напруг і т.і. 



Але при всіх перевагах електрохімічна 
обробка має і деякі недоліки, і підвищене 
енергоспоживання – найбільш суттєвий з 
них. Тому в задачі оптимізації систем ке-
рування РЕО входить не тільки підвищен-
ня точності обробки, але і зниження енер-
говитрат. Для цього необхідно розробити 
адекватну модель силового ланцюга елек-
тротехнічного комплексу [2]. 

Для синтезу енергозберігаючої системи 
керування процесом електрохімічної об-
робки треба отримати математичний опис 
об´єкту керування, в якості якого виступає 
міжелектродний проміжок. 

Аналіз досліджень і публікацій. 
Існуючі математичні моделі міжелект-

родного проміжку отримані за умови до-
волі сильних припущень і не враховують 
вплив деяких істотних факторів. 

Дуже важливим параметром процесу 
РЕО є щільність струму. Зрозуміло, що для 
підвищення продуктивності процесу елек-
трохімічної обробки бажано підтримувати 
щільність робочого струму на рівні грани-
чному рівні. Інтуїтивно зрозуміло, що гра-
ничне значення щільності струму повинно 
залежати від електричних параметрів (на-
пруженості електричного поля), парамет-
рів електроліту (його в´язкості і витрати, а 
також початкової концентрації електролі-
ту) і геометричних параметрів (розмірів 
катод-інструменту і міжелектродного про-
міжку). Та на жаль в існуючій літературі 
відсутні кількісні залежності між цими ве-
личинами. 

До того ж у існуючих моделях силового 
кола робляться, на наш погляд, вельми си-
льні припущення про постійність електро-
провідності електроліта і його опору неза-
лежно від швидкості електроліту і робочо-
го струму; не враховується режим течії 
електроліту і т.і. [3]. 

Постановка задачі. 
Для проектування системи керування 

електротехнічним комплексом для елект-
рохімічної обробки металів, що забезпе-
чить високу продуктивність, точність і ни-
зьке енергоспоживання, треба мати мате-

матичну модель об´єкту керування, тобто 
силового кола комплексу. 

Основні результати досліджень. 
До силового кола електротехнічного 

комплексу для електрохімічної обробки 
входять джерело живлення, з´єднувальні 
дроти, трансформатор, стовпчик електро-
літу у катод-інструменті, міжелектродний 
проміжок і анод. 

Блок живлення будемо вважати безіне-
рційним. Тоді його передатна функція ипW   
визначається як опір джерела живлення: 

  номклип I/U3.02.0W  ,        (1) 

де клU  - класифікаційна напруга, номI  - 
номінальний робочий струм джерела жив-
лення. 

Трансформатор є форсуючою ланкою 
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де трR  і трL  - повний активний опір 
трансформатору, приведений до його пер-
винної обмотки і його індуктивність від-
повідно. 

 2121тр wwRRR  ;  f2/XL тртр  , 

де 21 RіR - активний опір первинної і 
вторинної обмотки відповідно; 1w  і 2w  - 
число витків цих обмоток; трХ  - індукти-
вний опір трансформатора; f  - частота 
мережі. 

З´єднювальні дроти, строго кажучи, 
описуються як форсуюче-коливальна лан-
ка, бо в них є активний опір, індуктивність 
між двома дротами [4] і ємність: 
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де прL  - індуктивність дводротової лінії, 

прС  - ємність між двома провідниками: 
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де I - сила струму, D  - відстань між 
провідниками, R  - радіус дротів, 0  - маг-
нітна проникність вакууму,   - діелектри-
чна проникність. 

Стовпчик електроліту в катод-
інструменті має активний опір і ємність 
[4], і являє собою інерційну ланку з пере-
датною функцією  
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причому опір стовпчика електроліту у ка-
тод-інструменті, як показано у [4], 
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де   - електропровідність електроліту, 
що залежить від робочого струму, K   і K  
- зв´язані еліптичні інтеграли першого ро-
ду, аргумент яких 
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де R  - внутрішній радіус катод-
інструменту, D  - зовнішній радіус катод-
інструменту. 

Для визначення ємності електроліту у 
катод-інструменті є вирази, наведені у [4]: 
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У той час як структурні схеми трансфо-
рматора і джерела живлення відомі, схема 
заміщення міжелектродного проміжку по-
требує вивчення і покращення. У існуючій 
літературі наведено спрощені схеми, які не 
враховують цілий ряд вельми суттєвих фа-
кторів, одним з головних є течія електро-
літу у міжелектродному проміжку [5]. 

Найбільш істотним недоліком усіх ві-
домих нам математичних моделей, є, на 
наш погляд, вельми сильне припущення, 
що електропровідність електроліту і гра-
ничний струм вважають постійними неза-
лежно від швидкості електроліту і величи-
ни робочого струму. 

Для більш точного визначення залежно-
сті граничного струму від гідравлічних, 
геометричних і електричних параметрів у 
[2] запропоновано наступний підхід: спо-
чатку потрібно знайти поле швидкостей 
електроліту в міжелектродному проміжку 
з розв´язання рівняння Нав´є-Стокса, по-
тім з використанням знайденого розподілу 
швидкості розв´язати рівняння дифузії для 
отримання поля концентрації електроліту 
згідно з  

CDCgradv
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де C  - концентрація електроліту, v  - 
швидкість електроліту, D  - коефіцієнт 
дифузії, t  - час.  

Потім визначено граничну щільність 
струму предj , що тече в міжелектродному 
проміжку, згідно з виразом 
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де m  - валентність іонів електроліту, R  
- газова постійна, T   - температура елект-
роліту по Кельвіну, F  - постійна Фарадея, 
E


 - напруженість електричного поля у 
між електродному проміжку. 

По знайденим значенням щільності 
струму при заданій концентрації електро-
літу і напруженості електричного поля ви-
значаються складові повного ефективного 
опору міжелектродного проміжку: 
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де предi  - граничний струм, i  - робочий 
струм. 

При розв´язанні цієї задачі нами були 
прийняті такі припущення: електрод вва-
жався круглим, а електроліт – нестисли-
вою ньютонівською рідиною. 

Для визначення поля швидкості елект-
роліту у міжелектродному проміжку роз-
глянемо просторову осесиметричну течію 
в´язкої рідини міжелектродного проміжку 
поблизу критичної точки. При такій течії 
рідина набігає на стінку, перпендикулярну  
напряму руху, і відтікає від критичної точ-
ки вздовж цієї стінки по радіусах. Для цьо-
го випадку існує точне розв´язання рів-
няння Нав´є-Стокса [6]. Задача 
розв´язується у циліндричній системі ко-
ординат z,,r  . Площина 0z   сумі-
щена зі стінкою, а ось z  направлена про-
тилежно набігаючій течії. 

Позначимо U  і V  радіальну і осеву 
швидкості при течії ідеальної рідини, і 
 z,ru  і  z,rv  - відповідні швидкості для 

в´язкої течії. Внаслідок осевої симетрії 
0v   і 0 . Тому рівняння Нав´є-

Стокса і рівняння нерозривності мають 
такий вигляд: 
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де  p  - тиск електроліту,   - його 
щільність,   - кінематична в´язкість. 

Граничні умови:  
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Для розв´язання рівняння Нав´є-Стокса 
використовується афінне перетворення. У 
кінцевому рахунку отримано вираз для 
осьової швидкості електроліту: 
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Радіальна швидкість електроліту  

















 

 z
dTr

Q

2
k

ke1r
dr2

Qv , 

де 7.0T  , Q  - витрата електроліту, kr  
- радіус катод-інструменту, d  - міжелект-

родний проміжок , 
dr2

Qa
k

 , 

0466.0G,807.1b,2358.0g  . 
Вираз для осьової швидкості електролі-

ту використовується для визначення роз-
поділу його концентрації, а по величині 
радіальної швидкості перевіряється при-
пущення про те, що дифузійний погранич-
ний шар достатньо малий порівняно з по-
верхнею анода.  

Розподіл концентрації електроліту визна-
чається розв´язанням рівняння дифузії (5).  

Запишемо вираз для граничної щільнос-
ті струму, враховуючи розподіл концент-
рації електроліту, згідно з (6): 
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в цьому виразі  zw  визначається за вира-
зом (8).  

У нашому випадку граничний струм у 
нерухомому електроліті дорівнює 0.44 А, а 
для рухомого електроліту граничний  
струм дорівнює 10.58 А (на практиці струм 
дорівнював 9-10 А). 

За знайденими значеннями  граничного 
струму знайдемо повний ефективний опір 
міжелектродного проміжку, що складаєть-
ся з омічного опору (7), дифузійного (8) і 
міграційного (9) опорів. 

Наведемо залежність повного опору 
міжелектродного проміжку від робочого 
струму (рис.1) (характеристику розрахова-
но у відносних одиницях). Як видно хара-
ктеристика повного опору має U-образний 
вигляд, що поясняється  переважанням на 



різних стадіях електрохімічної реакції ди-
фузійної чи міграційної  перенапруги і 
опору відповідно. Наявність падаючої ді-
лянки на характеристиці може призвести 
до виникнення нестійкості процесу оброб-
ки, тобто до коливань струму. Це поясняє 
часте виникнення режиму короткого зами-
кання на практиці. 

 

Рисунок 1 – Залежність повного опору 
міжелектродного проміжку від робочого 

струму у відносних одиницях 

Питома ємність міжелектродного зазору 
дорівнює 16-20 мкФ/см2. 

Його еквівалентна індуктивність визна-
чається в залежності від типу джерела жи-
влення по часу встановлення нестаціонар-
ного електрохімічного процесу. Вперше 
питання нестаціонарних явищ у гетеро-
генних процесах було докладно вивчене 
А.Н. Соколовим, потім В.Г. Левичем [5]. 
При цьому використано допущення про 
постійність у часі швидкості течії електро-
літу. Будемо вважати, що перехідний про-
цес закінчується за 3 постійні часу, тоді 
при живленні від джерела напруги  
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Індуктивність зазL  визначається як по-
стійна часу, розділена на зазR . Треба 

пам´ятати, що повний активний опір міжеле-
ктродного проміжку зазR  є сумою омічного, 
дифузійного і міграційного опорів (7-9). 

Таким чином, міжелектродний промі-
жок є форсуюче-коливною ланкою з пере-
датною функцією  
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Наявність у передатній функції міжеле-
ктродного проміжку форсуючої ланки на-
дає йому певні попереджувальні властиво-
сті, бо в систему вводиться крім самої ве-
личини і її похідна, тобто тенденція до її 
зміни. Це підтверджує адекватність мате-
матичної моделі міжелектродного проміж-
ку, який, як відомо з практики [3], має вла-
стивість саморегульованості. 

Отримаємо передатну функцію аноду. У 
нашому випадку він являє собою ротор асин-
хронного короткозамкненого двигуна, кож-
ний стрижень якого має активний опір і інду-
ктивність. Оскільки перехідний опір на гра-
ниці стрижень-пакет значно більше опору 
стрижня, можна вважати, що робочий струм 
тече тільки по оброблюваному стрижню. 

Індуктивність провідника, що лежить у 
відкритому разу з паралельними стінками і 
оточений сталевим масивом з нескінченно 
великою магнітною проникністю, визнача-
ється за формулою Рота [7]: 
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де k,hB  - коефіцієнти двойного ряду 
Фур´є, a  і b  - геометричні розміри пазу. 

Активний опір аноду aR  визначається 
за відомою формулою. 

Значить, анод являє собою інерційну 
ланку з передатною функцією  
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Згідно з наведеними вище залежностя-
ми можна розрахувати параметри структу-
рної схеми силового ланцюга електротех-
нічного комплексу для електрохімічної 
обробки. По результатам підрахунку, як і 
слід було очікувати, виявилось, що індук-
тивністю і ємністю з´єднувальних дротів 
можна було знехтувати, інші ж величини 
обов´язково повинні бути враховані. 

Тоді, після деяких перетворень, можна 
отримати передатну функцію силового ла-
нцюгу електротехнічного комплексу у на-
ступному вигляді: 
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Таким чином силовий ланцюг опису-

ється послідовним з´єднанням нелінійних 
форсуючої і двох інерційних ланок, бо ко-
ефіцієнт демпфування завжди (при робо-
чих значеннях струму) більше одиниці. 

Необхідно враховувати, що постійними 
можна вважати тільки активні опори дже-
рела живлення, дротів і трансформатора 
(як і його індуктивність). Опір же електро-
літу, ємність стовпчика електроліту і інду-
ктивність міжелектродного проміжка та 
анода залежать від величини робочого 
струму і є нелінійними. Опір аноду зміню-
ється при його розчиненні. 

Таким чином, нами вперше отримана 
структурна схема силового ланцюгу елект-
ротехнічного комплексу для електрохімічної 
обробки, яка враховує індуктивність і єм-
ність міжелектродного проміжку, параметри 
стовпчика електроліту у катод-інструменті і 
їхні залежності від робочого струму, нелі-
нійний характер яких, як нескладно показа-
ти, може призвести при живленні комплексу 
від джерела ЕРС до виникнення коливань 
струму і припинення процесу обробки (яке 
доволі часто і відбувається на практиці). За-

пропонована математична модель дозволяє 
пояснити це явище. 

З передатної функції силового ланцюга 
(13) можна отримати такий вираз для ро-
бочого струму (числові коефіцієнти отри-
мані з урахуванням постійних величин) 
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Диференційне  рівняння (14) не  вдаєть-
ся представити у формі Коші. Однак воно 
має розв´язання у неявній формі  
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На рис. 2 це розв´язання представлено 
графічно. 

Як видно на рис. 2 при деяких значен-
нях часу можливі два, три або чотири різ-
них значення струму. На наш погляд, на-
явність двох точок біфуркації і неоднозна-
чність значень струму  може призвести до 
його коливань, при чому якщо струм буде 
стремитися до значень більших гранично 
допустимого (у нашому випадку 10 А), 
виникне коротке замкнення. Як відомо, це 
явище неодноразово виникає на практиці. 

Така неоднозначність розв´язань вини-
кає через нелінійну залежність опору між-
електродного проміжку від струму. Невра-
хування попередніми дослідженнями цієї 
залежності і неоднозначності (у відомій 
нам літературі опір електроліту у міжелек-
тродному проміжку взагалі вважається по-
стійним і незалежним від сили струму) не 
дозволяв пояснити часті виникнення ре-
жиму короткого замикання і, відповідно, 
вжити заходи з його запобігання.  

На рис. 3 наведена залежність струму 
від часу, отримана у припущенні постій-
ності опору. Як видно, вона повністю по-
вторює нижню гілку характеристики на 
рис. 3, але не дозволяє отримати ще дві її 
гілки і передбачити можливість нестійкос-
ті робочого струму. 



 

Рисунок 2 – Залежність робочого струму від часу 

 

Рисунок 3 –Залежність робочого струму від часу у припущенні постійного опору 

Таким чином, отриману математичну 
модель силового ланцюга електротехніч-
ного комплексу для розмірної електрохі-
мічної обробки можна признати адекват-
ною, бо її використання дозволяє правиль-
ного теоретично розрахувати значення ро-
бочого струму; теоретично пояснити влас-
тивість саморегульованості міжелектрод-
ного  проміжку (наявністю похідної у за-
коні регулювання);  теоретично обґрунту-
вати можливість виникнення режиму ко-

роткого замикання (за рахунок нелінійної 
U-образної залежності повного опору між-
електродного  проміжку від робочого 
струму, падаюча гілка є може призвести до 
нестійкості процесу). 

Висновки. 
У статті здійснено теоретичне узагаль-

нення й розв’язання актуальної науково-
технічної задачі створення математичної 
моделі силового ланцюга електротехнічно-



го комплексу для розмірної електрохіміч-
ної обробки.  

Суть виконаних досліджень полягає у 
теоретичному поясненні властивості само-
регульованості міжелектродного проміжку 
та можливості виникнення режиму корот-
кого замикання, а також у теоретичному 
розрахунку робочого струму комплексу в 
залежності від його електричних, геомет-
ричних і гідравлічних параметрів. 

Найбільш суттєві наукові і прикладні 
результати, висновки і рекомендації поля-
гають у наступному: 

1. Вперше запропоновано залежності 
повного опору міжелектродного проміжку 
від електричних, гідравлічних і геометри-
чних параметрів. Встановлено U-образну 
залежність опору від робочого струму, що 
призводить до його нестійкості, тобто впе-
рше теоретично пояснено часте виникнен-

ня режиму короткого замикання при елек-
трохімічній обробці.  

2. Вперше наведено залежності для вра-
хування нелінійного опору стовпчика еле-
ктроліту у катод-інструменті. 

3. Вперше враховано індуктивності 
міжелектродного проміжку і аноду, що до-
зволило створити більш точну математич-
ну модель комплексу. 

4. Вперше запропоновано математичну 
модель силового ланцюга електротехніч-
ного комплексу для електрохімічної обро-
бки металів та сплавів, яка дозволяє: 

- правильного теоретично розрахувати 
значення робочого струму; 

- теоретично пояснити властивість са-
морегульованості міжелектродного  про-
міжку (наявністю похідної у законі регу-
лювання). 
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